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Véletlen strukturak és alkalmazasaik

Eléadé: LovAsz LASzZLO

2013 tavasz

Az elbadas leginkabb Alon-Spencer [1] konyvét kiveti. Alabb azok a témdk vannak
részletezve, ahol ettol eltérink. x jeloli a nem targyalt részeket.

1 Bevezeto példak

1.1 2-kromatikus hipergrafok

1.1 TETEL. (ERDOS-HAJINAL) Ha egy r-graf élszama < 2"~ akkor 2-szinezhetd.

1.2 Ramsey szamok

1.2 TETEL. (ERDOS, ERDOS—SZEKERES)

2(:-1/2 < R(k, k) < (2:_12).

1.3 MEGJEGYZES. Ezt a bizonyitdst el lehet mondani 1igy is, hogy csak a megfelels tulajdonsagi
grafok szamarol beszéliink, nem beszélve valdszinliségekrol. Azonban a valdszintliségi szemlélet

az, ami tovabbvezet,.

1.3 *Dominalt turnament

k-domindlt egy turnament, ha barmely k£ cstiicsdhoz van olyan tovabbi csics, melybol minde-

gyikhez él megy.

1.4 TETEL. (ERDOS) Minden k-ra van k-domindlt turnament.

1.4 Turnament Hamilton ttjainak szama
1.5 ALLiTAS. (REDEI) Minden turnamentben van Hamilton tit.

1.6 TETEL. (SZELE) Van olyan n cstcst turnament, melyben legaldbb n!/2"~! Hamilton-iit

valrl.

A megforditast csak kimondjuk.



1.7 TETEL. (ALON) Minden ¢ < 2-h6z van olyan ng, hogy ha n > ng, akkor minden n csicsi

turnamentben legfeljebb n!/c"~! Hamilton-1it van.

1.5 *LYM egyenl6tlenség, Sperner tétele
Sperner rendszernek hivjuk az olyan hipergréfot, melyben egyik él sem tartalmaz egy masikat.

1.8 TETEL. Sperner rendszerre

1
—— < 1.

A0

1.9 KOVETKEZMENY. (SPERNER TETELE) |H| < (L7L72J)'

1.6 *Bollobas egyenlétlenség

1.10 TETEL. Legyenek Aq,..., A, B1,..., By, véges halmazok, és tegyiik fol, hogy minden i-re
A;NB; =0, de hai # j, akkor A; N B; # 0. Ekkor

m

Z(Aiiwil)gl.

i=1 \ |4,

1.11 KOVETKEZMENY. Ha |A;| = p, | Bi| = q, akkor m < ("}7).

2 Varhaté érték
2.1 Alsé becslés a fiiggetlen pontok maximalis szamara

2.1 ALLITAS. Legyen G egy n cstcsu, m élii graf, és legyen 0 < p < 1. Ekkor

a(G) > pn — p*m.

Bizonyitas. Vaélasszunk ki véletlenszeriien minden pontot p valdsziniiséggel, majd a kapott

pontok altal kifeszitett minden élnek hagyjuk el valamelyik végpontjat. O

Ha m > n/2, akkor p legjobb vélasztdsa p = n/2m, és {gy

n2

G)> —.
(@) 2 4m
Ennél Turdn tételébol sokkal jobb becslés nyerheto:
2
n
G) > .
(@) 2 2m+n

Erre (és ezzel Turdn tételére is) adunk egy véletlent hasznélé bizonyitdst. A kovetkezd erésebb

egyenléséget igazoljuk:

2.2 TETEL.

1

> .

@z > dy + 1
veV(G)
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2.2 Grafok keresztezési szama

Egy G graf cr(G) keresztezési szdma az a minimélis ¢, melyre G legfeljebb ¢ keresztez&déssel
lerajzolhaté a sikba.
2.3 LEMMA.
cr(G) > m — 3n+6.
2.4 TETEL. (AJTAl, CHVATAL, NEWBORN, SZEMEREDI; LEIGHTON) Ha |V(G)| = n és

|E(G)| = m > 5n, akkor

m3

>
r(G) Z {02

Bizonyitds.  Vélasszunk ki minden pontot p valésziniiséggel (0 < p < 1), igy kapunk egy
G’ = (V' E') feszitett részgrafot. Ekkor
E(IV’[) = pn,
E(1E']) = p*m,
E(cr(G")) < pter(G).
A 23l lemma szerint
cr(G') > |E'| — 3|V,
és varhaté értéket véve azt kapjuk, hogy
pler(G) > p*m — 3pn, cr(G) > }% — 32%

A jobboldal maximuma p = 9n/(2m) értéknél van, ahol az adddik, hogy

4m3

CT(G) > m

O

A fenti becslésnek sok alkalmazasa van kiilonb6z6 geometriai kérdésekre. Példaul egyszert

bizonyitast ad arra, hogy n sikbeli pont kozott az 1 tavolsag csak O(n4/ 3)-szor fordulhat elé.

2.3 Rovid kort nem tartalmazo nagy kromatikus szamu graf

2.5 TETEL. (ERDAS) Minden k, l-hez van olyan gréf, melynek kromatikus szdma legalabb k, és

melyben minden kor hossza legalabb 1.

Legyen

(logn)3 f_ N _ logn

n logn’ 10loglogn’
Ekkor G(n,p)-ben nagy valdszinliséggel nincs t elemi fiiggetlen, és a legfeljebb [ hossziisagu
korok varhaté szdma kisebb, mint n/4. fgy n/2 pontot elhagyva olyan grafot kapunk, melynek

kromatikus szdma > n/(2t), és minden korének hossza > k.



3 Masodik momentum modszer

Ha X nemnegativ, egészértékii valészintliségi valtozo, akkor a Markov egyenl6tlenség szerint
P(X > 0) < E(X). (1)
Ha X nemnegativ valdszintiségi valtozé, akkor a Csebisev Egyenl6étlenség szerint
Var(X)

P(X =0) < e (2)

3.1 K, kiiszobfiiggvénye

3.1 TETEL. Legyen p(n) € [0,1].
(a) Ha p(n)n?/®> — 0, akkor 1-hez tarté valdszintiséggel G(n, p(n))-ben nincs teljes négyszog.
(b) Ha p(n)n®/3 — oo, akkor 1-hez tarté valdszintiséggel G(n, p(n))-ben van teljes négyszog.

3.2 Primosztok szama
Legyen A(n) az n szém kiilonbozé primosztdinak szdma.

3.2 TETEL. (TURAN) Legyen k € [n] véletlen. Ekkor minden t > 0 szdmra és (¢-t6l fiiggben)

elég nagy n-re

2
P(JM(k) — Inlnk| > tVInlnk|) < TS

Bizonyitds. A legtobb k € [n] szdmra Inlnn ~ Inln k. Pontosabban, ha /n < k < n, akkor
Inlnn —Inlnk <lnlnn —Inlnvn < 1.

Ezért elegendd azt bizonyitani, hogy minden s > 0-ra és (s-t6l fiiggben) elég nagy n-re

10
P(IA(k) —Inlnn| > svInlnk) < —.

52

Ehhez vegyiik észre, hogy A(k) {gy irhaté:

A(k): Z XP7

p<n
p prime

1, h k
Xp = ’ a]f | .
0, egyébként.

fgy
EAKR) = S EK) = - 315 = = (2 - {5})
= ;; — % ;{Z} =Inlnn + ¢y,
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ahol |¢;| < 1. Tovabba,

Var(A(k)) = 3 Var(X,) + 3 Cov(X,, X,) < B + = 312 = - 30121

p#q p#q p#q
1 n 1 n n
SECE+L 20 nzm(p -1)(; 1)

<EAK) + Y % (% + 2)
p#q
<E(A(K))+2(1+1Inlnn) <4Inlnn.

fgy a Csebisev EgyenlGtlenség szerint

Var(A(k)) 10
P(JA(k) —Inlnn| > svInlnn) < P(|A(k) —E(A(k))] > sVInlnn—3) < m <
ha n elég nagy. O

3.3 Véletlen graf maximalis teljes részgrafja I

3.3 TETEL. Legyen k = k(n) > 1 egész szdm.
k
2

(a) Ha (2)2_( ) - 0, akkor

P(w(G(n,1/2)) > k) — 0.

(b) Ha (2)27(3) — 00, akkor

P(w(G(n,1/2)) < k) — 0.

Bizonyitds. Legyen ko = ko(n) az a legkisebb pozitiv egész szdm, melyre (,;’0)27(20) < 1.
Konnyt latni, hogy

ko ~ 2logn,

és hogy ha k < ko — 2, akkor (b) feltétele all fenn, mig ha k > ko + 1, akkor (a) feltétele. Ezért
feltehetjik, hogy k ~ 2logn.

Minden k elemi S halmazra, legyen

1 ha S teljes részgraf,
Xg = .y
egyébként,

ekkor X =) s xg a teljes k-asok szdma, és



Ebbdl (a) adédik.

A masik oldali becsléshez kiszamitjuk a szorast.

Var(X) =) Var(Xs)+ Y Cov(Xs, X7).
S S#T

Az elsd szumma kisebb, mint E(X). A mdésodikban csak azok a tagok nem nulldk, ahol S és T

legaldbb két pontban metszik egymadast. Ha |S N T| = ¢, akkor
Cov(Xs, Xr) = 272(6)+() — 972(5) < 9-2(5)+(2),

n

és igy, felhaszndlva, hogy az ilyen (S,T) péarok szdma (k) (k) ("_k),

i) \k—i
v <600+ 3 (1) (1) (37 )

7

S

||
o

A egyenlStlenség szerint elég azt megmutatni, hogy Var(X)/E(X)? — 0. A fentiekbdl

var(X) 1 ()0 (h22e)0)

EXP? SEN) & (20

55 (G

A szumméban nézziik két egymasutani tag hanyadosat:

() G52 [0 209 - ezt

Kis szamolgatassal lathato, hogy ez i = 2 esetén 1-nél joval kisebb, majd i-vel monoton né,

valahol (nem fontos, hogy hol) tillépi az 1-et, és i = k — 1 esetén mér igen nagy. fgy a két szélsé
tag valamelyike a legnagyobb, és a tobbiek Gsszege kisebb, mint ezek Osszegének kétszerese (ha

n elég nagy). De a két széls6 tag kicsi:

M@_ =k (n—-2k+3) k(k-1)
o M e Ty kD) Samop 0 (oo

W e _ 1
PR

4 Martingalok

Valésziniiségi valtozdknak egy X7, Xo,... sorozatdt martingdlnak nevezziikk, ha minden k& > 0

indexre

E(Xk-‘rl | Xla"'vXk) = Xk-



Hozzévehetjiik mindig az Xy = E(X;) értéket (ez tehdt olyan valdsziniiségi véltozd, ami nem

véltozik). Minden martingalra
Xo=E(X1) =E(X3)=...

Valészintiségi valtozoknak egy Xi, Xo,... sorozatdt szupermartingdlnak nevezziik, ha minden
k > 0 indexre

E(Xk-‘rl | Xla s 7Xk) < X
Minden szupermartingalra
Xo > E(X1) > E(X2) > ...

A submartingédlok hasonléan definialhaték.

Héarom tételt mondunk ki martingdlokra, melyeknek kombinatorikai alkalmazasai vannak, de

ezek koziil a harmadikkal foglalkozunk részletesen.

4.1 *Megdllasi Tétel

Legyen (Xo, X1, ...) valosziniiségi valtozéknak egy sorozata (az értékiik nem kell, hogy szdm
legyen). Egy T nemnegativ egész értékil val6sziniiségi véltozdt megdlldsi iddnek neveziink
(az (Xo,Xq,...) sorozatra vonatkozéan), ha minden k > O-ra a T = k esemény fiiggetlen
az Xp41, Xpto... valtozdktél. Szamitégéptudomdnyi alkalmazasokban szokas ezt megdlldsi
szabdlynak is hivni: azt, hogy a sorozatot megallitjuk-e k 1épés utdn, az addigi valtozo-értékek

ismeretében dontjiik el (esetleg randomizalt algoritmussal), a kés6bbi valtozdékat nem ismerve.

4.1 TETEL. Legyen (X1, Xa,...) olyan szubmartingél, melyre |X,, 11 — X, | korldtos, és legyen
T olyan megalldsi id6, melyre E(T) véges. Ekkor E(Xr) < Xo. Ha (Xi,Xo,...) martingdl,
akkor egyenléség all.

4.2 KOVETKEZMENY. Inditsunk el 0-bdl egy bolyongdst az egyenes rdcspontjain, és dlljunk meg,
ha vagy a-ba, vagy —b-be jutunk (a,b € Zy). Annak a valdszintisége, hogy a-ban &llunk meg,
b/(a+0b). A megtett lépések vdrhats szdma ab.

4.2 *Konvergencia Tétel

4.3 TETEL. (DOOB) Ha X1, Xs,... korldtos martingdl, akkor 1 valésziniiséggel lim,, .. X,
létezik.

Alkalmazas: Pélya-urna.

4.3 Azuma Egyenlotlenség

4.4 TETEL. Legyen X1, X, ... olyan martingdl, melyre | X, 11 — Xp| < 1 minden m-re. Ekkor

P(Xm > Xo+A) < e X/Cm),
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Ha A = em, akkor azt kapjuk, hogy
P(Xn — Xo > em) < e m/2,
Ugyanezt (—X,,)-re is alkalmazva kapjuk, hogy
P(|Xm — Xo| > em) < ¢~ m/2,
Erdekes még a A = cy/m vélasztés:
P(Xm - Xy > cm) <e /2,

4.5 KOVETKEZMENY. (BERNSTEIN-CSERNOV—HOEFFDING) Legyenek Xi,Xo,... fiiggetlen

azonos eloszlasd valészintiségi valtozok, | X;| < 1. Ekkor

1 m
P (‘m ;Xm - E(X1)‘ > 5) <22,

4.6 KOVETKEZMENY. Legyenek (Q, A, 7) egy valdsziniiségi mezd, és legyen f : Q" — R olyan

mérhetd fiiggvény, melyre
|f(@1,e e mn) = f(y1, - syn)] <1
ha (x1,...,2,) 6s (y1,.-.,Yn) csak egy koordindtdban kiilonboznek. Ekkor

P(f(z) — E(f(x)) > en) < e =/2,

P(If(z) — E(f(z))] > en) < 2¢~=/2,

4.3.1 Véletlen leképezés képhalmaza

4.7 TETEL. Legyen |S| =n, és legyen ¢ : S — S véletlen leképezés. Ekkor
1
P <‘|¢(S)| - (1 — g)n‘ > )\> < 2e™ N/ ),

4.3.2 Véletlen részgraf élszama

4.8 TETEL. Legyen G n csticsi m élii gréf, jelolje d = m/ (g) az élstirtiségét, legyen k > 1, és
legyen S a V(QG) egy véletlen k elemii részhalmaza. Ekkor

o <‘ |E<(c§gs1>| > ) < Hs,

Legyenek vy véletlen pont V(G)-ben, vy véletlen pont V(G) \ {vy}-ben, stb. vy véletlen pont
V(G)\ {v1,...,vk—1}-ben, és S = {v1,...,vr}. Legyen
1

X = —<E(B@GIS)] | v, vm).



Ekkor Xg, X1, ..., X martingal, és
‘Xerl - Xm| é 1.

Tovabba Xg = d%. fgy Azuma egyenlGtlensége szerint

([ ) < (-0 ) <o)

4.9 MEGJEGYZES. Vélaszthatndnk a vy, vs,...,v, cstcsokat egyméstdl fiiggetleniil, és alkal-
mazhatnédnk a [£.6) Kovetkezményt. Ekkor azonban egy maradéktagot kellene kiilon meg-

becsiilniink, amit abbdl kapunk, hogy két v; egybeesik.

4.3.3 Véletlen részgraf kromatikus szama

4.10 TETEL. Minden G grdfhoz és 1 < k < |V(G)| egész szdmhoz van olyan s = s(G, k) szdm,
hogy a V(Q) egy véletlen k elemii S részhalmazdra

P(Ix(G[S]) — s| > ek) < e~ M2,

Konkrétan s = E(x(G[S])), de errdl nehéz a definiciénal tobbet mondani. Legyen vy, vs. ..

mint fentebb, és legyen

Xm =EX(G[S]) | viy..-,0m).
Ekkor Xy, X1, ..., X, martingdl, és

| X1 — Xm| < 1.
fgy Azuma egyenl6tlensége szerint

P(IXy — Xo| > k) < e~ #/2,

4.3.4 Véletlen graf maximalis teljes részgrafja 11

Legyen kg a legkisebb olyan egész szam, melyre

(]Z))z—(kf) <1

4.11 TETEL. Legyen k = kg — 3. Ekkor G = G(n, 1/2)-re teljesiil, hogy

2

—n
P < exp(——).

((G) < K) < exp(=1)
Bizonyitds. Legyen N a teljes k-asok szdma G-ben, legyen M az olyan {X,Y} parok szdma,
melyekre X, Y C V(G), | X| = Y] és | XNY| > 2, és legyen A az élidegen teljes k-asok maximélis
széma G-ben. Nyilvanvalé, hogy P(w(G) < k) = P(N = 0) = P(A =0). A P(N =0)

valészintiségre felsé becslést kaphatunk a Masodik Momentum Moddszerrel, de ez nem elég éles.



Az Azuma egyenlStlenség [.6] kovetkezményét alkalmazzuk az
A=a(Xi2,X13,..., Xn_1n)

fiiggvényre, ahol X;; annak az indikdtora, hogy ¢ és j 0ssze vannak-e kotve G-ben. Nyilvanvalo,
hogy egy X;j-t megvéltoztatva, a(Xi2, X13,...,Xn_1,n) legfeljebb 1-gyel valtozik. (Emiatt
hasznaljuk A-t, és nem N-et, ami sokkal tobbet tud valtozni.) Legyen a = E(A), no = E(N),
mo = E(M), akkor

P(A=0)=P(A—-E(A) < —a) < —_——).
(4=0) = (4~ E(4) < —0) < expl——
Itt a-t alulrdl kell becsiilniink. Ehhez a Allftast hasznaljuk. Legyen G az a graf, melynek
cstcsai a teljes k-asok, és ketté akkor van Gsszekotve, ha van kozos élik. Ekkor N = |V(G)],
M = |E(G)|, A= «a(G), és igy minden 0 < g < 1 esetén A > gN — ¢>M, és varhaté értéket véve

a > qno — ¢>myo. fgy aq= 277‘720 vélasztdssal (amirél majd ellendrizni kell, hogy legfeljebb 1), azt

kapjuk, hogy

a > n—g.
- 4m0
Itt
n (%) L2/ [k (n—k (5)+(3)
— 272 4 == B 272(2)* (2
o= ()@ e w33 (0G0
A [3-3] tétel bizonyitdsdhoz hasonlé médon kiszamithaté, hogy
1 2k4
§k47’l0 S mo S ﬁﬂ%

Inneng < 1ésa > %, és ezt helyettesitve, és azt hasznalva, hogy k ~ 2logn, a tétel kovetkezik.
O

4.3.5 Véletlen graf kromatikus szama
4.12 TETEL. Legyen n > 1 egész, p € [0,1] és G = G(n,p). Ekkor van olyan ¢ > 0, hogy
P(IX(G) — ¢| > Wn—1) < 2eV/2,
De mi ez a c érték? A [LTT] tételbdl levezethetd:

4.13 KOVETKEZMENY. Minden € > 0-ra

P(‘X(G) a 21:gn‘ ~ E2l:gn) = o(n).

10



5 Lokalis Lemma

5.1 TETEL. Legyenek Aq,..., A, események, és tegyiik fol, hogy minden A;-hez vann —d — 1
mdsik esemény gy, hogy azoktdl A; teljesen fiiggetlen. Tegyiik fol, hogy P(A;) < 1/(e(d + 1))
minden i-re. Ekkor P(A; A--- A A,) > 0.

Altaldnosabb alakja:

5.2 TETEL. Legyenek Aq,..., A, események, és tegyiik fol, hogy vannak olyan x1,...,T, €
(0,1) valds szédmok, és minden i-hez van olyan S; C {1,...,n} \ {i}, hogy minden S C S;-re

/\ Zj) < H (1—xj).
jES

J¢Si

p (A,;

Ekkor

PAy AN Ay) =[] =) > 0.
j=1

A bevezetd alakon kiviil még két kovetkezményt érdemes megfogalmazni:

5.3 KOVETKEZMENY. Legyenek Ai,..., A, események, és tegyiik fol, hogy minden i-hez van
olyan S; C {1,...,n}\ {i}, |S;| =n —d — 1, hogy minden S C S;-re

P(Ai Jé\SAj) < ﬁ

5.4 KOVETKEZMENY. Legyenek Ai,..., A, események, és tegyiik fol, hogy minden i-hez van
olyan S; C {1,...,n}\ {i}, hogy A; teljesen fiiggetlen az {A; : j € S;} eseményektdl, tovdbbd

> P4)) <
JESi

FEkkor

> =

5.5 MEGJEGYZES. A fliggetlenségi feltételt gyakran tigy adjuk meg, hogy definidlunk a V =
{1,...,n} egy gréafot, melyre az 4ll, hogy minden i csiicsra az A; esemény teljesen fiiggetlen az
(Aj: j e V\N()\ {i}) eseményektél (figyelem: nem csak kiilon-kiilon mindegyiktél!).

11



5.1 Brooks tétel hipergrafra

5.6 TETEL. Ha egy k-uniform hipergrafban minden él legfeljebb 2¥=3 mdsik élt metsz, akkor a

hipergraf 2 szinnel szinezhetd.

5.7 KOVETKEZMENY. Ha egy k-uniform hipergrafban minden pont foka legfeljebb 25=3 /k akkor

a hipergraf 2 szinnel szinezheté.

5.8 KOVETKEZMENY. Ha egy k-uniform hipergrafban barmely két élnek legfeljebb egy kozds
pontja van, és éleinek szama legfeljebb 4*=* /k3, akkor a hipergraf 2 szinnel szinezheté.
5.2 k-val oszthat6 hosszuisagu iranyitott kor

Ko6nnyt bebizonyitani, hogy ha egy grafban minden befok legalabb §, akkor van benne legaldbb

0 + 1 hosszisagu irdnyitott kor. Mi mondhaté még a korok hosszarol?

5.9 TETEL. Legyen G irdnyitott graf, legyen a maximalis kifok A és a minimélis befok §. Ekkor
minden 1 <k <4¢/(1+1In(1+JA)) egész szamra van G-ben olyan irdnyitott kér, melynek hossza

oszthato k-val.

5.3 Fedések felbontasa

5.10 TETEL. Legyen H olyan hipergraf, melyben minden pont foka legaldabb k, és minden pontra
a pontot tartalmazé élek tnidja legfeljebb 283 elemii. Ekkor H felbonthaté két olyan hipergraf

unidjara, melyek mindegyike minden csticsot lefed.

5.11 KOVETKEZMENY. Ha F nyilt egységkorok olyan halmaza, mely minden pontot legaldbb

s e s

melyek mindegyike minden pontot lefed.

5.4 *Latin transzverzalis

5.12 TETEL. (ERDOS-SPENCER) Legyen A olyan n X n mdtrix, melyben minden elem legfel-
jebb (n — 1)/(4e)-szer fordul el6. Ekkor van olyan m permutdcié, hogy az ;. elemek mind

kiilonbozbek.

6 Vapnik-Cservonenkisz dimenzio

6.1 Lefogas és tortlefogas
Legyen (V,H) egy hipergraf, n = |V|, m = |H|. A
minimize ;. 7

subject to  x; >0 (ieV) (4)
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linearis program minden megolddsat tort-lefogo halmaznaok, a program optimadlis értékét a
tortlefogdsi szdmnak nevezzilk, és 7 = 7*(H)-val jeloljik. Nyilvdnvald, hogy 7* alsé korlatot
ad a lefogé pontok minimdlis 7(H) szdmara. Kérdés, hogy mennyire éles ez a korlat, és egy
optimélis tortlefogdsbdl (ami polinomiélis idében kiszamithatd) megkonstrudlhaté-e egy kozelitd

egész megoldas.

Tekintsiik egy optimélis x megolddsat, és legyen p; = x;/7*. Ekkor (p; : i € V) egy

valészintiségeloszlds V-n, melyben minden E € H él valészintisége legaldbb 1/7*.

Két (nem lényegesen kiilénb6z8) médon prébalhatunk meg ebbél lefogd halmazt konstrudlni:
(a) Generaljunk vy, ve, ... csticsokat a p eloszlasbdl, és dlljunk meg, ha minden él le van fogva.

(b) Minden csicsrél egymastdl fuggetlentil cp; valdszinliséggel eldontjiik, hogy ki akarjuk-e

valasztani, és reménykediink abban, hogy a kivalasztott pontok minden élt lefognak.

Az (a) véltozatban konnyen ldthaté. hogy nagy valdszinliséggel polinomidlis szdmu 1épés

utdn megallunk. Legyen Tyanq az {gy megkonstrudlt (véletlen) lefogd halmaz mérete.

Egy rogzitett A élre, annak a valészinlisége, hogy az elsé t kivalasztott pont nem fogja le,

fgy
P(Trana > t) < me_t/T*,

és ha t > 7* In(2m), akkor nagyobb, mint 1/2 annak a valészintisége, hogy minden élt lefogtunk,

vagyis 1/2-nél nagyobb valészintiséggel

Trand < 77 1In(2m) < 71n(2m). (5)

Jobb becslést kapunk, ha a Lokélis Lemmét alkalmazzuk, [5.3] valtozatdban. Tegyiik fel, hogy
‘H minden éle legfeljebb D mésik élt metsz. Legyen S = {v1,...,v:}, és legyenek a ,,rossz”

események azok, hogy S nem fog le egy adott élt. Ha

1

De V7 < =
& 4,

akkor a Lokalis Lemma szerint pozitiv valoszintiséggel minden él le lesz fogva. Tovabba,

E(|S]) < 7" In(4D) < 7In(4D). (6)

Algoritmikus szempontbdl ez a becslés sem igazan érdekes, mert a mohé algoritmus kicsit

jobb korlatot ad, igen gyors algoritmussal egytitt:

6.1 ALLITAS. Ha egy H hipergraf maximalis foka D, akkor a mohé algoritmus dltal adott Tyone

lefogé halmazra

1 1
< oo 2 (H).
Tmono| < (1+ S D)T (H)
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6.2 Becslés a Vapnik-Cservonenkisz dimenzié alapjan

Egy H hipergraf Vapnik-Cservonenkisz dimenzidja az a legnagyobb k egész szam, melyre van
olyan S C V(H), |S| = k, hogy minden X C S halmazhoz van olyan A € H, melyre X = SN A.

6.2 LEMMA. (SAUER-SHELAH) Ha H Vapnik-Cservonenkisz dimenzidja k, akkor |H| < 1+n+
()

6.3 TETEL. Ha egy H hipergraf Vapnik-Cservonenkisz dimenzidja k, akkor
Trand < 8k7*(H)log(kt*(H)).

Legyen t = |8k7*(H)log(kT*(H))| és s = |4klog(kT*(H))|. Legyen p annak a val6szintisége,

hogy van olyan A él, melyet {vy,...,v;} nem metsz. Annak a B eseménynek a valdszintliségét
fogjuk kétféleképpen megbecsiilni, hogy van olyan A él, melyet {vy,...,v:} nem metsz, de
{Vt41,...,v2:} legaldbb s pontban metsz.

Tegyiik 6], hogy van olyan A él, melyet {v1,...,v;:} nem metsz. Csebisev EgyenlStlensége

szerint
1
P(|E N {’l}t_|_17 . ,’Ugt}| < S) < 5
Igy
1
P(B) > 5P (7)
Maésrészt, a B esemény valdszinlisége nem valtozik, ha a {v,...,vs:} pontokat

véletlenszeriien permutéljuk. Ha egy A € H legaldbb s pontot tartalmaz {vi, ..., v }-b6l, akkor

annak a valészintisége hogy a permutacié utan ezek koziil mind a madasodik felében lesz

(2t;5) 5! —s5/2
(Qt) S (1 — 2715) <e .
t

Ezt a korldtot nem kell minden A € H élre Gsszeadni, hanem csak olyanokra, melyeknek a

{v1,...,v9:} halmazzal kiilonb6z6 metszeteket adnak. Az ilyenek szdma a Lemma szerint
legfeljebb

(2dt>+<d2_t1>+-~-+1<(2t)d'

P(B) = (2N)%e™%/%2 < 1/4

Igy

@—gyel Osszevetve addédik, hogy p < 1/2.

Kicsit gondosabb szdmolds azt mutatja, hogy legaldbb 1/2 valészintiséggel Tiana =
O(kt*log 7*).
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6.3 £-haldk és s-mintak

Legyen (V,H) egy hipergraf és e > 0. Egy S C V halmaz e-hdld, ha bérmely A € H, |A| > |V
halmazt metsz. Egy S C V halmaz e-minta, ha barmely A € ‘H halmazra

’|Am5|_|A| .
S| vi—

6.4 KOVETKEZMENY. Legyen H Vapnik-Cservonenkisz-dimenzidja k, ekkor minden € > 0-ra
van (V,H)-ban olyan S e-hdld, melyre

5] <8%m .
€ g

A fenti bizonyitds médositasaval belathato:

6.5 KOVETKEZMENY. Legyen H Vapnik-Cservonenkisz-dimenzidja k, ekkor minden ¢ > 0-ra
van (V,H)-ban olyan S e-minta, hogy

k. k
|S] < const— In —.
€2 ¢

6.6 KOVETKEZMENY. Legyen V egy n elemii ponthalmaz a sikban. Ekkor van olyan S C V
halmaz, hogy minden T' haromszdgre

Tas) _rovil_,
5] 14

1 1
|S] < const— In —.
g2 ¢

6.7 KOVETKEZMENY. Legyen f: R? — R olyan integralhatd fiiggvény, melyre [ f = 1. Ekkor

van olyan S C R? véges halmaz, melyre minden T hdromszogre

TN S|
fﬁ Sea
/T 5]

s

es

1 1
|S] < const— In —.
€2 e

7 *Szitamddszerek

Legyenek Ajp,..., A, tetszOleges események. Minden I C [n] = {1,...,n} halmazra legyen

Ar = N\;er Ai- A szitaformula szerint

P(A A~ AAy) = > (=)IP(A)).

I1C[n]
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7.1 Bonferoni egyenl6tlenségek

Legyen k > 0 egész. Ha k péros, akkor

P(Ay A+ AAy) < Y (-D)ITIP(AY), ®)
1<k

mig ha k paratlan, akkor

P(A A= AAL) > Y (=)VIP(A)). (9)
|11<k

7.2 Brunn szita

Legyen f(k) > 0 tetszOleges egészértékii fliggvény az {1,...,n} halmazon, és legyen
IT={IC{l,...;n}:|IN{1,...,k} <2f(k), k=1,...,n}.

Ekkor

P(AL A= AA) <> (=)IIP(A)).

IeT

7.3 Selberg szita
7.1 LEMMA. Minden I C [n] részhalmazhoz legyen A; egy valos szdam, tovabbd A\g = 1. Ekkor

PA A AA)< > MAP(Aw). (10)
I1,JC{1,...,n}

Megjegyezziik, hogy A\; = (—1)/I vélasztdssal az egyenléség teljesiil.

Legyen 0 < a; <1, b; =1 —a;, ar = [[;c; as és by = [[;¢; bs. Minden A C 2["l halmazrend-

szerre és J C [n] halmazra legyen

a a
AT ={ICm\T: TUTEA}, Q=% Q=qQu.- Y %
b] bl
i 1Sy
Megjegyezziik, hogy A/J C A, fgy Qa7 < Qa.
7.2 LEMMA. Legyen A C 2" egy leszdllé halmazrendszer. Ekkor
Z A[)\JG/IUJ (11)

I,JeA
minimuma a Ay = 1 feltétel mellett 1/Q 4, amit a

_qyin Qs

Ar=( brQa

valasztas ad.
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Bizonyitas. Alakitsuk at —et:

Z ArAjarug = Z)\I)\J ara => Ahjara; Y b
rJ

a
InJ kcing YK

= Z bx Z Z ArAjaray = be Z arAr | = Z beﬁo

KCIJDK IDK K

ahol
UK = Z (L[)\[. (13)
IDK

Itt A\;-t kifejezhetjilk a px-kkal:

M= 3 DR g, (14)

a
I o1

mert a p -k nyilvanvaléan meghatarozzék a Aj-ket és a altal definialt \;-k kielégitik —et.
A és egyenletekbél kovetkezik, hogy A; = 0 minden I ¢ A-ra akkor és csak akkor, ha
pr =0 minden I ¢ A-ra. fgy minimuma a Ay = 1 feltétel mellett ugyanaz, mint

by
Z 7#%{ (15)
KeA K
minimuma a
Z(—l)lKlﬂKzl (16)
KeA
feltétel mellett. Tovabb alakitva

br 5 _ b (CDEN 1
Za“K‘ZbK( M0 ) T ox (17)

a
Kea K KeA K

Mivel

(—DI%T ag

Qa bk
a valtozoknak egy olyan vélasztasa, mely minimalizélja jobboldalat, és ugyanakkor kielégiti
a feltételt, azt kapjuk, hogy a minimuma 1/Q 4 és adja a p-k optimalis valasztasat.
Ebbdl alapjan Ay értéke is konnyen adddik. O

UK = (18)

7.3 KOVETKEZMENY. Legyen A C 2" egy leszdllé halmazrendszer és ¢ > 0. Tegyiik fel, hogy
minden K € A halmazra |P(Ax) — ax| < e. Ekkor

P(4,...4 )_QA+5<IX;QAI)
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Bizonyitds. Legyen P(Ak) = ax + ri, ahol |rg| < g, és legyen A a szerint vélasztva.
Ekkor a[Z.I] Lemma szerint

PA..A)< > MMPAw) = D Adas+ Y, A
I1,JC{1,...,n} I1,JC{1,...,n} I,JC{1,...,n}

Itt a Lemma szerint az els6 tag &, a masodik pedig igy becsiilhet6:

> AIAJTIUJ’SE > |>\I|'|)‘J|:5( > \/\I|>2~

1,JC{1,...,n} 1,JC{1,...,n} IC{l,...n}
Innen alapjan kovetkezik a Lemma. O

Megjegyezziik, hogy a maradéktag igy alakithatd at:

_ AR\I _ 1+ a;
ZQAbI QAZZ QAZ Z K\I_Q > 115 1—a;

b
IeA IeA K21 K Ked K ck KeAicK

7.4 KOVETKEZMENY. Legyen €,5 > 0, és tegyiik fel, hogy az el6z8 kévetkezmény feltételei
mellett

H(1+;)<c

€K

minden I € A halmazra. Ekkor

Qa

Bizonyitds. A [71.3 Kovetkezménybeli maradéktagot kell becsiilniink:

1+a
= 1 =C
S-S (1) 2 <o Q.
KEA%GK KeAieK KE.A%GK
és igy a maradéktag legfeljebb eC?2. O
Alkalmazasként bebizonyitjuk a kovetkezd szamelméleti tételt:
7.5 KOVETKEZMENY. Minden elég nagy x szdmra
< 4—
m(@) Inz
Bizonyitas. Legyenek pi,...,pn a +/z-nél nem nagyobb primszamok, és a korabbiakhoz

hasonléan legyen px = [[;cx pi- Legyen a; = 1/p;. Legyen M = |22/5], és legyen A = {K C
[n] : px < M}. Legyen z az [x] halmazbdl egyenletes eloszlds szerint vélasztott véletlen szdm,
és jelolje A; azt az eseményt, hogy p; | z. Ekkor

m(x) — m(Vx)

P(A;... A,) = P(z prim, 2z > x) = ——=,
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m(z) = P(A; ... Ay)z + O(Va). (19)

A Kovetkezményt alkalmazzuk. Minden K C [n] halmazra

P(Ak) = P(I’K \ Z) = %L%Jv
és igy
|IP(Ak) —ak| < é

minden K C [n] halmazra. Tovdbbd ha K € A, akkor

I1 <1+;) =T[a +») §MH(1+]%) <Mep(Y ).

€K i €K €K g ick It

Itt
1 1

Z*S Z - <Inlnez,

€K pi p<M p
és igy

1 1/3
H 1+ — ) < Mexp(lnlnz) <z'/°Inz.
€K g

Tehat a Kovetkezmény feltételei teljesiilnek e = 1/ és C = x'/3 Inx valasztéssal, és ezért
P(4,...4,) 2 1:c2/3(1ngc)2 _ 1 + 273 (Inx)2.
TQu o Qa
Az els6 tag becsléséhez

a a; 1 1
Q=3 = M= => Mw+a+.)=3 H(E+;§+...).

KeA KeAieK KeAieK KeAieK

Az utébbi szorzatot kifejtve, % alaki tagokat kapunk, és biztosan megkapunk minden olyan

tagot, melyben k < M. igy

M

1 1
Qa> —>-lnz
k= 3
k=1
fey
1 ~1/3 2 3 ~1/3 2 _ 3+0(1)
— 1 < — 1 < —.
QA—}—:U (Inx)* < lnx+x (Inz)* < e
Ebbél alapjan
1 1
) < 3+ of ))erO(\/E): 3+ o(l)x
Inz Inz
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7.6 MEGJEGYZES. 1. Gondosabb szédmoldssal a 4-es konstans 2 + o(1)-re csokkenthetd. A
Selberg-szitat haszndlva a pontos 1+ o(1) is bizonyithat6, de az sokkal bonyolultabban.

2. A w(z) = O(z/Inz) becslés a fentinél egyszeriibb elemi eszkozokkel is bizonyithaté (14sd
pl. Erdés-Surdnyi [2]). A Selberg-szita azonban més irdnyu altaldnositdsokhoz is hasznalhato,

példaul a fenti bizonyitashoz hasonléan levezetheté a kovetkezo tétel.

7.7 KOVETKEZMENY. Legyen 0 < | < k, és legyen x a k-hoz képest elég nagy szam. Ekkor az

Lk+1, ... k(x—1)+1 szdmtani sorozatban el6fordulé primek szdma nem nagyobb, mint
PO
(k) logz

8 Korrelacios egyenlotlenségek

8.1 A 4-Fuggvény Tétel

Bérmely S halmaz és A, B C 27 esetén legyen AUB = {AUB: Ac A B € B}, AnB =
{ANB: Ae A,Be B} és AB={A\B: A€ A, B € B}. Barmely a: 2% - R, fiiggvényre
legyen a(A) = >~ 1. 4 a(4).

8.1 TETEL. (AHLSWEDE-DAYKIN 4-FUGGVENY-TETELE) Legyen S  véges halmaz és
a,B,7,6 : 2° = R, olyan halmazfiiggvények, melyekre

a(A)8(B) < (AU B)S(AN B)

teljesiil barmely két A, B C S halmazra. Ekkor
a(A)B(B) < v(AUB)S(ANB)

teljesiil barmely két A, B C 2° halmazrendszerre.

8.2 KOVETKEZMENY. Legyen L véges disztributiv halé, ésa, 8,v,6 : L — R, olyan fiiggvények,

melyekre
a()B(y) <y(zVy)dzAy)
teljesiil barmely két x,z € L elemre. Ekkor
a(X)B(Y) < y(XVY)§(XAY)
teljesiil barmely két X, Y C L halmazra.
(Itt X VY ={avy: ze X,ye Y}, és a(X) =, xa(z) sth.)
8.3 KOVETKEZMENY. Legyen L véges disztributiv hald, és legyen X,Y C L. Ekkor

X|- V] < |XVY] - |XAY],

20



8.4 KOVETKEZMENY. (MARICA-SCHONHEIM) Legyen S véges halmaz és H C 2°. Ekkor
[H\H| = [H].

8.5 TETEL. (KLEITMAN) Legyen S véges halmaz és legyen A,B C 2°. Ha A,B mindketts

leszallo vagy folszallo, akkor
ANB| > 27"|Al-|B],
mig ha A, B egyike leszall6, masika folszallo, akkor
[ANB| <27"|A]-|B].
Ezt igy is fogalmazhatjuk:

8.6 KOVETKEZMENY. Legyen S véges halmaz, A,B C 2%, és legyen Xaz S egy véletlen
részhalmaza (egyenletesen valasztva az Osszes koziil). Ha A, B mindkettd leszallé vagy f6lszalld,
akkor

PXeAXeB)>P(X e AP(X € B),
mig ha A, B egyike leszall6, masika folszallo, akkor

P(XeAXeB) <P(X e APX €B).

8.2 Az FKG Egyenl6tlenség

8.7 TETEL. (FORTUIN-KASTELEYN-GINIBRE) Legyen L véges disztributiv hald, és pn: L —

R, olyan fiiggvény, melyre

w@)p(y) < pleVy)u@ Ay)

teljesiil barmely két x,z € L elemre (logszubmoduldris fiiggvény). Ekkor barmely két monoton

névekvo f,g: L — Ry fiiggvényre

(Z u(x)f(x)> (Z u(x)g(w)> < <Z u(:v)f(x)g(m)> (Z u(@) -

zeLl x€eL zeLl xeL

Maésszdval,

8.8 KOVETKEZMENY. Legyen L véges disztributiv héls, és p: L — Ry olyan valdsziniiségel-

oszlas L-en, melyre

w@)p(y) < pleVy)u@ Ay)

teljesiil barmely két x,z € L elemre. Legyen X véletlen pont a u eloszlasbol. Ekkor barmely két
monoton névekvé f,g: L — Ry fiiggvényre

E(f(X))E(9(X)) < E(f(2)g(x)).
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8.9 PELDA. Legyen G egy n x n-es négyzetrdcs. Toroljik el minden élét 1/2 valdszintiséggel,
egymadstol fiiggetleniil. Legyen A az az esemény, hogy a bal alé sarokbdl a jobb felsé sarokba
vezet it a maradék grafban. Legyen B ugyanez az esemény a masik két sarok kozott. Ekkor A
és B positivan korreldltak az FKG egyenlStlenség szerint: P(A A B) > P(a)P(B).

8.3 *Parcidlis rendezések linedris kiterjesztései

Legyen (P, <) egy véges parcidlisan rendezett halmaz, és legyen L a linedris kiterjesztéseinek
halmaza. L elemeit gy is tekintjiikk, mint monoton bijektiv P — {1,...,|P|} leképezéseket.

Legyen =< egy véletlen linaris kiterjesztés.

8.10 TETEL. Bdrmely hdrom a,b,c € P elemre

Pla <b,a<c)>Pla xb)P(a <Xc).

9 Kozelito leszamlalas I: Elagazo leszamlalas

Legyen F' k szintii gyOkeres fa, melynek minden levele az alsé szinten van. Legyen N levele. Meg

akarjuk becsiilni N-t gy, hogy a fat véletlen mddszerrel lokalisan vizsgaljuk.

9.1 PELDA. Legyen G olyan graf, melyben minden pont foka legfeljebb D, és legyen k& > D.
Ekkor Brooks tétele szerint G kiszinezheté k szinnel, de hanyféleképpen? Nzilvanvald, hogy
szinezések szdma (k— D)™ és k™ kozott van. Legyen p(G, k) a G graf k szinnel valé szinezéseinek

szdma (k € Z4). Ennek pontos kiszdmitdsa NP-nehéz.

Ezt a problémét a kovetkez6képpen irhatjuk le faval. Sorbarendezziik a csucsokat. Kiindu-
lunk az iires szinezésbédl, ez a gyokér. Ezt k-féleképpen terjeszthetjiik ki az els6 csicsra, tehat k
felé agazunk. Altaldban az r-edik szint csticsai a faban az elsd r cstics dsszes legélis szinezésének
felelnek meg, egy csics utédai pedig a szinezés kiterjesztései. A levelek a |V(G)|-edik szinten

vannak, és szamuk a szinezések szama.

Minden u levélhez legyen P, a gyOkérbol u-ba vezetd ut. Legyen X olyan véletlen levél,
melyet Ggy kapunk, hogy a gyokérbél kiindulva minden pontban a lefelé mené élekbdl egyet
egyenletes eloszlds szerint vélasztunk, és azon lépiink lefelé (,,naiv véletlen pont”). Legyen Y

egyenletesen valasztott véletlen pont.

Minden gyokértdl levélig vezeté P ttra legyen d(P) a le-fokok szorzata (a levelet kivéve).
Ekkor

Innen kovetkezik, hogy

1
2y !
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E(d(Px)) = N.

A d(Px) valészinliségi valtozo szérdsa igen nagy lehet, ezért hasznalhatébbak az aldbbi

becslések:

9.2 LEMMA.

E(logd(Px)) < log N < E(log d(Py)).

Bizonyitas. Mivel logx konkdv, a Jensen egyenl6tlenség szerint

1 1
E(log d(Py)) Zlog i — IV log i =log N.
Masrészt x log x konvex, igy
E(log d(P Z log <N(—ilo i)—10 N
gd(Px) d S d(P,) N N/ T
Megjegyzés: E(log d(Px)) éppen az X entrépidja. O

9.1 Brégman tétele

9.3 TETEL. (BREGMAN) Legyenek di, ..., d, egy egyszerii paros G graf ,,alsé” pontosztdlydnak

fokszamai. Ekkor G teljes pdrositdsainak szama legfeljebb
(dy)Y o (dD)M

9.4 MEGJEGYZES. (a) Ha minden fok nagy, akkor ez jol kozelithet6 azzal, hogy d; ...d,/e™. Ha
a graf d-reguldris, akkor ez (d/e)™.
(b) Ha a graf nem egyszerti, akkor csak a trividlis d; ... d, fels§ korldt mondhatd.

(¢) V.6. a Falikman—Jegoricsev tétellel: Ha egy graf d-reguldris, akkor a teljes parositdasok
széma legaldbb d"n!/n™ = (d/e)™. Ennek Schrijver-tdl szdrmazé élesitése: a teljes parositdsok

szama legalabb

((d ;dl,)f_l ) !

Bizonyitas. A Lemma alkalmazisahoz vessziikk az ,,alsé” pontok egy véletlen m =
(v1,...,v,) permuticidjat, és megkonstrudljuk a kovetkez6 Fj fdt: cstcsai azok a részleges

parositasok, melyek kiterjeszthetOk teljes parositassd, és melyek vy, ... vi-t parositjdk valamely
k-ra; a sziil6t pedig az utolsd parositas-él elhagyasaval kapjuk.
Minden M teljes parositara, W minden m permutécidjara, és minden w € W pontra jelolje

F(M,7,w) az M azon éleinek halmazdt, melyekre w-t megeléz6 pontbdl indulnak ki, és legyen
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a(M,m,w) a w cstcs azon szomszédainak szdma, melyek pérja w-t nem elézi meg a per-

mutaciéban.

Fontos észrevétel: az F(M,w,w) részleges parositds foka az F, faban legfeljebb a(M, m, w).

Ezért barmely M teljes parositasra

log d(Pyr) = Z logdp (F(M,m,w) < Z log a(M, m,w).
weW weWw

Legyen Y egy egyenletes eloszlds szerint valasztott teljes parositdas. Ekkor
log N < Ey (logd(Py)) Z Ey (loga(F (Y, m, w)).
weWw
Vegyiik a varhaté értéket minden 7 permutéciora, akkor
log N < Z EyE:(loga(F(Y, 7, w)).
weW

De egy véletlen m permutaciéban w szomszédaival péarositott pontok kozil a w egyforma

valészinliséggel lesz els6, mésodik, ..., d(w)-edik, igy
1 d(w) 1
Ew(loga(F(K 7T,U})) = 73 log] = 710g(d(w)')7
Tw) 2 %9 = T

és igy

log N < Z Ey( (w )log ) Z d log (w)!).

weWw

Ezzel Brégman tételét bebizonyitottuk. O

10 Kozelito leszamlalas II: a Markov lanc modszer

10.1 Kozelito leszamlalas és mintavétel ekvivalenciaja

10.1 PELDA. (SZINEZESEK SzAMA) Tekintsiik egy G graf k szinnel vel6 szinezéseinek p(G, k)
szamat. Ha egy élt elhagyva a maradék griathoz tudunk egy véletlen k-szinezést generalni
(kozelitéleg) egyenletes eloszlds szerint, akkor ebbdl meg tudjuk mondani, hogy a szinezések
hényad része szinezi egyforman az elhagyott él végpontjait, vagyis, hogy az élt elhagyva milyen

tényezével n6 a k-szinezések szama. Igy rekurzive meg tudjuk becsiilni a k-szinezések szamat.

10.2 PELDA. (TELJES PAROSITASOK SZAMA) Legyen ®(G) a G graf teljes pdrositdsainak
szdma. Ennek pontos kiszdmitdsa NP-nehéz (s6t #P-teljes). Ha tudunk egy véletlen teljes
pérositast generdlni, (kozelitoleg) egyenletes eloszldsbdl, akkor ebbdl meg tudjuk mondani, hogy
a parsitasok hanyad része tartalmaz egy adott élt, vagyis, hogy az élt elhagyva, milyen tényezdvel

csokken a teljes parositasok szama. Igy rekurzive meg tudjuk becsiilni a teljes parositasok szamat.
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10.3 PELDA. (LINEARIS KITERJESZTESEK SZAMA) Legyen P = (V, <) egy parcialisan rendezett
véges halmaz, és legyen n(P) a P parcidlis rendezés teljes rendeyéssé valo kiterjesztéseinek szdma.
Ennek pontos kiszamitdsa megint csak NP-nehéz. Ha tudunk egy véletlen kiterjesztést generalni
(kozelitéleg) egyenletes eloszlds szerint, akkor ebbdl meg tudjuk mondani, hogy a kiterjesztések
hényad része rendez egy eredetileg nem 6sszehasonlithaté z,y € V part egyik vagy masik sorrend-
ben, vagyis, hogy mondjuk az z < y reldciét (és ennek minden kovetkezményét) a rendezéshez
hozzavéve, milyen tényez&vel csokken a kiterjesztések szama. Igy rekurzive meg tudjuk becsiilni

a kiterjesztések szamat.

Mintavétel probléma: Adott egy S halmaz, valasszuk ki egyenletes eloszlas szerint egy elemét.
Altalénosabban, lehet az egyenletes helyett maés eloszldst tekinteni. Az érdekes esetekben az
S halmaz exponencialisan nagy a leirdsdhoz sziikséges adatok szdmahoz képest, és bonyolult

szerkezet(i (pl. lehet egy NP-beli feladat tandinak halmaza).

10.2 Markov-lancok és bolyongas grafokon

Olyan véges Markov lancot vizsgdlunk egy V alaphalmazon, mely irreducibilis, vagyis minden
() #£ S C V halmazbdl vezet ki 1épés. irdnyitatlan grafon valé bolyongds esetén ez azt jelenti,
hogy a graf Gsszefiiggo.

Atmeneti métrix: M = (pij). Iranyitatlan gréfon valé bolyongds esetén p;; = 1/d;. D-
edfoki reguldris irdnyitatlan H grafon valé bolyongas esetén M;; = a;;/D, ahol A = (a;; a H

graf adjacencia matrixa. Ha (v°,v!,...) egy bolyongds, akkor
P(vt+1 :] | Vg = Z) = P(Ut+1 :] | UV = i,Ut_l,.. ) = Mzg

Nyilvan M1 = 1, tehat 1 M-nek jobboldali sajatvektora, a hozzatartozo sajatérték 1. Az 1-hez

tartozé masik sajatvektor a staciondrius eloszlds: M'm = m. A Peron-Frobenius tétel szerint

7w > 0. Bolyongds esetén m; = ;;n Legyen my = min{m; : i € V}.

Egy Markov ldnc reverzibilis, ha m;p;; = m;p;; minden ¢, j cstcspédrra. Irdnyitatlan grafon
valé bolyongas reverzibilis. Reverzibilis Markov lanc esetén M sajatértékei valdsak: 1 = Ay >
Ao > - > \,. Szimmetrizalt tmeneti métrix: N = DY2MD~1/2 ahol D = diag(m;).

Lusta bolyongds: p;; > 1/2.
10.4 ALLiTAS. Ha H péros graf, akkor A\, = —1. Ha H nem péros graf, akkor \, > —1.

Jelolés: p = max(|Az], [An])-
Legyen (v°,v',... 0% ...) egy bolyongés, és legyen v! eloszlasa o.

A bolyongéssal kapcsolatos sok kérdés koziil csak a keveréssel (azaz a of — 7 konvergenci-

asebességgel) foglalkozunk. Ennek becslésére tobb mddszer is ismert.
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10.3 Sajatérték-hézag
10.5 LEMMA. Badrmely i csicsbdl indulva, barmely S C V' halmazra

w(5)

Ur;

IP(v € S) —m(S)| <

10.6 KOVETKEZMENY. Ha egy gréf osszefiiggé és nem paros, akkor ot — .

10.7 KOVETKEZMENY. Ha G n csicsi, nem pdros, dsszefiiggd graf, ést > lnn/((1— p)e), akkor

minden S C V halmazra

’P(vtES | 00 =1i) —7(9)| <e.

Bizonyitds. Legyen {vi,...,v,} egy M sajitvektoraibdl allé ortonormdlt bézis, Mv; = \;.
Ekkor
P
M = Z )\kvkv;cr,
k=1
és igy

P
P! = [ *=i)=elM"e; = N(vfe)(vle)).
k=1
Mivel v; = (1//p)1, itt a k = 1-nek megfeleld tag
1
M(vfe)(viej) = .
A t6bbi tag igy becstiilhetd:
P P
D oMol [ <pt Y el - fvieg).
k=2

k=2
A maésodik tényezé pedig a Cauchy—Schwarz egyenl6tlenség felhasznéldsaval:

» 12 , 1/2
S Tl - T < ( <vzei>2) (z@zem)
k=2

>
k=2 k=2
» 12 1/2
< (Sooter)  (Detor) el -1
k=1 k=1
(Il
10.8 MEGJEGYZES. Barmely bolyongdst csindlhatunk lustdn: minden 1épésben 1/2

valdszintiséggel helyben maradunk. Lusta bolyongasra M pozitiv szemidefinit, tehat csak

Ao-t kell figyelembe venni.
Alkalmazds: Legyen (v°,v!,...) lusta bolyongas a d-dimenziés Q% kocka élhléjan.
10.9 ALLITAS. A Q% kockan bolyongva t = Cd? 1épés utan barmely S C V(Q%) halmazra
[S]p_ 1

t LA <7
P(v* € 95) 5d | < &
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10.4 Csatolas

Sajnos sok esetben a sajatértékeket nem tudjuk kiszamitani. Ezért més moddszerrel becsiljiik

meg a keverési id6t.

10.10 LEMMA. Legyen (v°,v%,...) és (u®,ul,...) két (nem fiiggetlen!) bolyongds ugyanazon a
grédfon (Markov-ldncon), ahol ug véletlen csiics a staciondrius eloszldsbél. Ekkor barmely S C V

halmazra

|0"(S) = m(S)| < P(v" # u').

Bizonyitas. Ha u® egyenletes, akkor u? is egyenletes eloszldst minden t-re. Ezért

P(v' € 8) —n(S)=P(v' € S)—P(u' €8)
=P eS| u =0v")Pu’ =v") +P' €S| u #0v")P(u # ")
— Pt €S |u' =v")Pu' =0v') —Pu' € S| u #v")P(u’ #v')
= (P e S |u' #v") =P’ €S |u #v"))Pu’ #0").

Innen a lemma kovetkezik. O

10.4.1 Bolyongas a kockan és csatolas

A csatolasi lemma elsé alkalmazdsaként jobb becslést adunk a Q% kocka élhaléjan valé bolyongas

keverési idejére.

10.11 ALLiTAs. A Q? kockdn bolyongva t = C'd? 1épés utén barmely S C V(Q?) halmazra

S| 1

P(vt € S) — L‘ <.

PO € 5) 24| = ©
10.12 LEMMA. (KUPONGYUJTES) Legyen S n elemii halmaz, és legyenck Xi,Xs5,--- € S

véletlenszertien, fiiggetleniil valasztott elemek egyenletes eloszlas szerint.  Legyen T =
min{t: {Xi,...,X;} = S}. Ekkor
1 1

1
E(T) = (f Sy 7):5 Inn.
(T) n1+2+ —l—n nlnn

10.4.2 Szinezések és csatolas

Egy n cstcsi G graf k-szinezései koziil akarunk egyet véletlenszertien kivélasztani. Legyen a
graf maximaélis fokszdma D. Adott « szinezéshez generdlunk véletlenszeriien egy o szinezést a
kovetkezéképpen. Egyenletes eloszlas szerint kivalasztunk egy v csucsot és egy i szint; ezt az

(v,1) part a 1épés magjdnak nevezziik. Definidljunk egy 4j szinezést:

i ha u =,
ao(u) —{

a(u) egyébként.
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Ha ez legalis szinezés, akkor legyen o = ap; ellenkez6 esetben legyen o = a. fgy egy reverzibilis
Markov lancot (irdnyitatlan gréafon valé bolyongdst) kapunk. Vegyiik észre, hogy a graf D = kn
foku regularis.

Ezt a Markov lancot ”héfiirdé-lancnak” vagy ”Glauber dinamikdnak” nevezik, fizikai alka-
Imazasaira visszevezethetGen.

A lanc keverési sebességét csatolds segitségével elemezzitk. Két adott o és B° szinezésbél

kiindulva, konstrudljuk meg az o, o, ... és 3%, B',... bolyongasokat gy, hogy minden lépésben

ugyanazt a véletlen magot hasznéljuk. Ezt a csatolast egyszeri csatoldsnak nevezzik.

10.13 TETEL. (JERRUM) Ha k > 3D, akkor két egyszertien csatolt o®,at,... és B° B, ...

szinezés-sorozatra

P(Oét 7£ lBt) < neft/(kn).

Bizonyitds. Legyen U' = {v € V : af(v) # B'(v)}, W' = V \U" és X' = |U*|. Minden
v € V-re jelolje a, a v-bél az {U', W'} particié méasik oldaldra mend élek szamat. Azt allitjuk,

hogy
1
t+1 ty < . t
E(X |X)7(1 ]m)X. (20)

Valéban, legyen (v,1i) a t-edik 1épés magja, és rogzitsiik v-t. Ha v € U?, akkor Xt —1 < X+ <
X, és nyeriink, ha i olyan szin, mely nem fordul el§ v szomszédai kozott sem az of, sem a 3t
szinezésben. Mivel legalabb a, szin kozos, ennek valdsziniisége
k —2d, + a,

k .

Ha i € W', akkor X! < X'+! < X* 4 1, és csak akkor vesztiink, ha i a v szomszédsidgaban az

PXM =Xt —1|v) > (21)

egyik szinezésben el6fordul, a masikban nem. Ilyen szin legfeljebb 2a, lehet, ezért

2a,

PX"™ =X"41]0v) < o (22)
fgy
k—2d; + a; 2a;
E Xt+1 Xt < Xt _ 1 ) 71
( | )< Z kn * ) kn
€Ul ieWt

Felhasznalva, hogy
D_ai= ) a
ieUt iewt

azt kapjuk, hogy

k—2d; — a; k — 3d;
EX XY <X -y ——F——— <X'— -
ieZU‘ kn ieZU‘ kn

Ha U nem iires, akkor a kivont dsszeg legalabb X*t/(kn), és igy kovetkezik.
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A egyenletbdl
E(X1) < (1 ! )t
——1n
— kn 9

és innen a Markov egyenl6tlenség szerint

t
P(a® # B°) = P(Xt >1)< (1 — %) n < e~ t/tkn)

A Csatolasi Lemma szerint ebbdl kovetkezik, hogy
dyar(at, ) < e/ E)

ahol 7 az egyenletes eloszlds a G gréf j6 szinzésein. Ha t = Cknlogn, akkor dy..(af,7) < 1/C.

Ferde csatoldsnak nevezziik a kovetkez6t. Az al és B! szinezésekhez generdlunk egy véletlen

i1 eldallitasdra, A B! szinezés elédllitdsira azonban egy

(v,7) magot, ezt haszndljuk az «
médositott (v,j) magot haszndlunk. Létjuk, hogy a v cstics kozos a két magban, tekintsiik
ezt mar meghatdrozottnak. Ha af(v) # B'(v), akkor j = i. Ha af(v) = f(v), akkor legyen
S = a'(N())\ BH(N(v)) és R = BY(N(v)) \ ao!(N(v)). Legyen S’ C S és R' C R két olyan
halmaz, |S'| = |R'| = min{|S|,|T|}. Legyen ¢ : S’ — R’ tetsz6leges bijekcid. Ha i € S’, akkor
legyen j = ¢(i); ha i € R', akkor legyen j = ¢~1(i); minden egyéb esetben legyen j = i.

10.14 TETEL. (JERRUM) Ha D > 2k, akkor két ferdén csatolt o, at, ... és 3°, 81, ... szinezés-

sorozatra
P(a® # %) < ne™%/ (k1)

A bizonyitas 1ényege, hogy tovabbra is igaz, mig helyett az élesebb

P(X“'l:Xt—i—l\v)g%

egyenl6tlenség 4ll. Ebbdl kovetkezik, hogy most is igaz, és a bizonyitas ugyantgy fejezheto
be.

10.5 Konduktancia

Egy 0 € S C V halmaz konduktancidja

> ics,j¢s Tilij

28 = TSV 5)

A Markov-lanc konduktancidja ® = minge gy @(5).
10.15 TETEL. (JERRUM—SINCLAIR)
2

)
—<1- < P,
16*1 A< @
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10.16 KOVETKEZMENY. Lusta bolyongdsra

1 2
P(vt € 8) — m(S)] < ——e1®7/8,
P( ) ()l_\/ﬂ

A tétel bizonyitasdhoz két lemmara lesz sziikségiink.
10.17 LEMMA. Barmely reverzibilis Markov-lancra

1-— )\2 = mln{% Zﬂ'ipij(xi — Jjj)Z X E RV, Zﬂ'll‘? = O7 ZTFZSCZZ = 1}
1] i i

Az 1/2-et a jobb oldalon az magyarazza, hogy minden tag kétszer szerepel, hiszen m;p;; =
ijji-
Bizonyitas. A szimmetrizdlt N = DY2MD~/? métrix sajétértékei megegyeznek M
sajatértékeivel. Simmetrikus matrix esetén, a masodik legnagyobb sajatérték kifejezhetd, mint

Ay = maxy' Ny,

ahol y az Osszes olyan egységvektorn fut végig, amely merdleges a legnagyobb sajatértékhez
tartozé sajatvektorra. Ez az utébbi sajatvektort a v; = /m; formula adja meg, vagyis y-ra

annak kell fennallni, hogy

Z\/E%:O, nyzl-

i€V eV

Legyen x; = y;/\/7;, akkor z-re éppen a lemma feltételei fognak fenndllni, és

i
Ty = Yt - S (L
i irj /
=Y mipia; = mpiria;
i i

1
=3 > mpi (i — w;)*.
i

)(V7j5)

O

10.18 LEMMA. Legyen y € RY olyan vektor, melyre n{i : y; <0} <1/2ésm{i: y; >0} <1/2.
Ekkor

Zmpiﬂyi -yl = q’ZWi\M-
irj i

Bizonyitas. Cimkézzik a csicsokat ugy, hogy y1 < y2 < ... < vy, teljesiiljon. Legyen m
a legnagyobb olyan index, hogy n(< m) < 1/2. Ekkor w(> m) > 1/2 és n(< m) > 1/2. A
feltevésbol kovetkezik, hogy nem lehet minden y;, i < m negativ, és nem lehet minden y;, 1 > m

pozitiv. Ezért y,, = 0.
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Felirhatjuk, hogy
yi —vi = W —yj—1) + -+ Yit1 — ¥5),
és igy
n—1
s Zﬂ'zpzylyz y7| = Zﬂ-zpzj i = Z Ye+1 — yk Z TiPij-
i<J k=1 i<k, j>k

A konduktancia definiciéja szerint ebbdl kdvetkezik, hogy

> mipislyi — il > @Z (S B)m(> k) (Yrs1 — vr)-

1<j

Bontsuk fel az Gsszeget:

n—1 m—1 n—1
5 1 1
TS B)(> B) (k1 —ye) 2 5 Y (<) (yrer —yn) + 5 > (> k) (yre1 — ve)
k=1 k=1 ke
1 m—1 1 n
252( (Sk_l)—ﬂ(fk))yk-ﬁ-i Z (r(>k—1)—7(> k)
k=1 k=m+1
1
=5 —Tk yk:"‘* Z ThYk = 5 Zﬂ:\yﬂ
k=1 k I+1

(kihasznaltuk, hogy y,, = 0, és azt is, hogy yr, < 0 ha k <m és yr > 0 ha k > m). fgy

1 D&
3 meﬂyz‘ -yl = 3 Zﬂk|yk|,
i,j k=1
proving the lemma. (Il

A [10.15]| Tétel bizonyitdsa. A fels6 korldt egyszerti. Legyen ) # S C V olyan halmaz, mely
®(S) = ®. Legyen x a csticsokkal indexelt vektor, melyre

7(V\S) .
) haie€ s,

€Xr;, =
v (S) .
— /s haieV\S.

Konnyen lathaté, hogy

Zﬂ'ixi =0, mef =1.

iev i€V
fgy a[10.17) Lemma szerint

. - m(V\S) ()

i€S,jeEV\S

2

= = .

1
TSRS

i€S,JEV\S
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Az alsé korlét bizonyitdsahoz legyen x € RV olyan vektor, melyre >, mz; =0, >, mz? =1,

és
1—-A ZEZTF']?“(LC‘—I")Q
2 9 L. iPig\Li i) -
3

Legyen m olyan index, melyre n{i : z; < z,,} < 1/2 és n{i : x; > z,} > 1/2. Legyen
2z = (max{0,x; — zp,}). Feltehetjiik, hogy

1
Zwizf > 5 Zm(mi — T)?
K3 K3
(ellenkezd esetben x-et —z-szel helyettesitjik), és {gy
ZTI"ZZ > }Zﬂ'(x — )’ = 1271"%2 -z Zﬂ"l" + 1&02 _ 1 +
izz—2izz m 22-21 mili 2m2
A [M0.18 Lemma szerint

2 .2 2
g miDijl — zj| > P g TiZs .
i i

Miésrészt a Cauchy-Schwartz egyenlotlenséget hasznélva,

3
Y%
l\D.\ =

N |

1/2 1/2

> mipiglal = 2 < | Y mpi (2 — 25) > mipij(zi+ 2)°
. i

.3

Itt a mésodik tényezd igy becsiilhetd:
Zmpij(zi =+ Zj)2 < QZﬂ'ipij(ZiZ + 2]2) = 4271’1‘21142.
i,j i, i

Ezeket kombinalva, azt kapjuk, hogy
2
D ompi(z— ) > | Y mipilal - £ /Zﬁipz‘j(zi +2)°
) ,J 4,

2 2 ’ 2 P? 2 P°
fgy
1 1 g
1—-X= 3 Zmpij(xi —z;)? > 3 Zﬂ'z‘pz‘j(zi — )2 > T
1,7 1,3
Ezzel a[10.15| Tételt bebizonyitottuk.

10.5.1 *Konduktancia és folyamok

A konduktancia becslése leggyakrabban egy tobbtermékes folyam konstrudlasdval torténik.

Legyen G = (V, E) egy irdnyitatlan graf, és i,j € V. Legyen E a lehetséges irdanyitott élek
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halmaza (tehdt minden e € E él két elemnek felel meg ﬁ—ban). i-j-folyamnak neveziink
egy olyan f : F SR fiiggvényt, melyre f(uv) = —f(vu) és minden v € V \ {3,j} csticsra
Zv:uveﬁ fluww) = 0. Az f folyam értéke

Tébbtermékes folyamnak nevezzik folyamok egy F' = (fi; : ¢,j € V) rendszerét, ahol f;; egy

i-j-folyam. Az F tobbtermékes folyam terhelése az uv élen

Fluv) = 3 |fi ().

Tébbtermékes folyamok segitségével alsé becslést adhatunk egy graf konduktancidjara:

10.19 LEMMA. Jeldlje K azt a legkisebb nemnegativ szamot, melyre létezik olyan F = (f;;)

tobbtermékes folyam, hogy minden t,j parra
val(fij) = mimj,
és minden uv élre
F(uw) < Kmip;;.
Ekkor
1

P> —.
- K

10.20 MEGJEGYZES. Leighton és Rao egy nevezetes tétele szerint az ellenkezd irdnyban fenn4ll:

Inn
o < t——o.
< cons 7

10.5.2 *Teljes parositasok szama

Véletlen teljes parositas generdldsdra, legaldbbis olyan grafokban, melyek elég stiriiek (minden

pont foka legaldbb ¢|V(H)| valamilyen fix ¢ > 0-ra), Jerrum és Sinclair adtak mddszert.

10.6 *Megallasi szabalyok
11 *Véletlen grafok novekedése

11.1 Elagazé folyamatok

Legyen (po,p1,...) valosziniiségeloszlds a természetes szédmokon. Ez definidl egy véletlen
gyOkeres fat a kovetkezdképpen. A fanak vannak €16 és holt cstcsai. Indulaskor egyetlen €16
cstcsa van. Minden lépésben egy (mondjuk véletlenszertien valasztott) é16 csticsa Z (é16) utédot
hoz létre és meghal, ahol Z a (pg,p1,...) eloszlasbdl vilasztott szam. A folyamat megdll, ha

nincs él6 csucs. Jelolje T' a megéllas idejét. Ha a folyamat nem &ll meg, akkor T' = oc.
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Legyen ¢; = P(T = j) és q(z) = X372, qjz7. Legyen p(z) = Y7 piz*. Legyen ¢ = E(Z) =
p'(1).

11.1 LEMMA. (a) Minden |z| < 1 esetén q(z) = zp(q(2)).

(d) Ha p(z) konvergenciasugara nagyobb, kint 1, akkor q(z)-é is, és ezért van olyan 6 > 0,

hogy q; < =%,

11.2 TETEL. (a) Ha ¢ < 1, akkor 1 valdszintiséggel a folyamat véges sok 1épés utdn megall, és
E(T) véges.
(b) Ha ¢ = 1, akkor 1 valdsziniiséggel a folyamat véges sok lépés utdn megdll, de E(T)

végtelen.

(¢) Ha ¢ > 1, akkor pozitiv valészintiséggel a folyamat végtelen sok Iépésen &t tart.

11.2 A legnagyobb komponens

11.3 TETEL. A G(n,c/n) graf legnagyobb komponensének pontszdma 1-hez tarté

valészintiséggel

O(lnn), hac<1,
O(n), hac>1.
Bizonyitas. Legyen el6szor ¢ < 1. Rogzitsiik egyelére G-nek V' cstucshalmazat; az éleket majd
késébb fogjuk generdlni. Vegyiink hozza V-hez tovabbi uy, us, ... csicsokat. Legyen v tetszoleges
csics. Inditsunk el v-vOl egy elagazé folyamatot a kovetkezOképpen. Ha mar felépitettiink egy k
cstcesi T fat, akkor tekintsiik ennek egy él6 cstcsét, és az ebbdl a (V(G) U {uq,...,ux}) \ V(T)
mené éleket. Minden ilyen élt p/n valdsziniiséggel tegyiink bele a féba.
Mivel egy cstics utédainak varhat6 széma n(c/n) < 1, a fa 1 valdszinfiséggel kihal, és vérhatd
mérete egy csak c-t6l fiiggé K konstans. Tovabbd a[11.2(d) tétel szerint van olyan ¢ > 0, hogy

P(|V(T)| > j) < e 9.

Most generdljuk a G(n,c/n) graf egy példanyét a kovetkez&képpen. Elhagyjuk T-bél az
U1, Uz, - . . csucsokat, és mindazon pontparokat, melyekrol még nem dontottiink a 7' konstrukcidja
sordn, c¢/n valészinliséggel Osszekotjiik. Nem nehéz meggondolni, hogy ennek a grifnak az
eloszldsa tényleg G(n,c/n), a V(T) \ {u1,us, ...} halmazbdl nem 1ép ki él. Jelolje C, a véletlen
graf v-t tartalmazé komponensét, akkor tehat V(C,) C V(T'). (Azt sem nehéz latni, hogy

majdnem mindig egyenléség 4ll.) Tehdt
P(|V(Cy)| > 7) < e %.
Legyen k = (2Inn)/d, akkor

PV(CI> B) <
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és {gy annak a valdszinfiisége, hogy van olyan v cstcs, melyre |V(C,)| > k, kisebb, mint 1/n.

Ac>1eseta c) tétel alkalmazdsdval hasonléan bizonyithatd, de a részletek bony-
olultabbak. (]
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